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Halmazok

Egy kupac kopasz kukac, meg még egy kupac kopasz kukac, az két kupac kopasz kukac. Vagy
mégsem? Inkabb egy kupac, csak kicsit nagyobb kupac? Vagy csak egy ugyanolyan kupac tovabbra
is? Ha a pozitiv paros szdmok halmazahoz hozzavessziik a nullat, nagyobb lesz a halmaz? Ha a
Csendes Oceanba beledntiink egy pohar vizet, tébb viz lesz benne? Ha az osztalyodba jaro diakok
halmazéhoz hozzavessziik az osztélyba jaro lanyokat, noveljik a halmazt?

Mar az 1800-as éwek kozepén foglalkoztak halmazokkal, logikaval. A két terllet szorosan
Osszefligg. A téméaval sokat foglalkozott egy angol matematikus, John Venn. A newve a Venn
diagram kapcsan gyakran elékeriil. Meglepden hosszan élt, 1834 — 1923, es
azon tul, hogy érdekelte a matematika, igen ,jatékos” elme lehetett. Tervezett
¢s épitett egy krikettezd gépet, ami sikeresen megvert tobb jonak tartott krikett
jatékost is. (krikett — Angliaban kedwelt jaték, golyokat kell bizonyos
szabalyok szerint egy iitdvel guritani) Ezentil, az apai hagyomanyokat kovetve
evangélikus lelkész volt. Az 6 nevéhez fiizodik a halmazok korokkel vald
szemléltetése, mely megtalalhatd annak az intézetnek ajtajan is Cambridge-
ben, melynek egykor a vezetdje volt. Cambridge-ben halt meg.

Mintapél dak

1. Adott akovetkezd harom halmaz: A = {2; 3; 4; 5; 6; 7; 9},
B = {egyjegyii pozitiv paros szdmok} C = {15 — nél kisebb primszamok}
Legyenaz U= (x|1 < x < 15,és x € Z)

a) lgazak-e a kovetkezo allitasok?

e S5€eC (5 eleme a C halmaznak)

o 1¢gA (1 nem eleme az A halmaznak)

e {3;5;7;,10}c A (A 3;5;7;10 elemekbél 4116 halmaz részhalmaza A-nak)

e ACC (A halmaz valodi részhalmaza C-nek, vagyis A minden eleme

eleme C-nek, és C-ben van olyan elem, mely nem eleme A-nak)

b) Helyezd el a halmazok elemeit Venn-diagramon! Add meg a kovetkezé halmazok
elemeit!
e ANB (A metszet B mindazon elemeket tartalmazza, melyek elemei A-nak is és B-
nek is.)
e (CUB)\ A (CésB halmazegyesitése minden olyan elemet tartalmaz, melyek A és B
kozil legalabb az egyikben benne vannak. A két halmaz egyesitésébol
vesszik kiaz 6sszes olyan elemet, melyek elemei A-nak is.)

e ANn(C\B)



(AnB)\C (AésB halmaz metszetének komplementere mindazokat az elemeket
tartalmazza, melyek nincsenek az A és B halmaz k6z6s részében.
Ezek kozil vesszik ki az 6sszes olyan elemet, melyek a C halmazban
is szerepelnek.)

Megoldas:

a) Soroljuk fel az U, a B, és a C halmaz elemeit!
U=1{1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13; 14; 15}  B={2;4;6; 8}
C=1{2;3;5;7;11;13;17; 19}

e |gaz, mertaz5 a 15-nél kisebb primszam, igy eleme C-nek.
e Igaz, mertaz Ahalmaz elemei k6z6tt nem szerepel az 1.

e Hamis, mert a 10 nemeleme az A halmaznak.

e Hamis, mert az A halmaz nem minden eleme eleme C-nek is.

b) Keszitsik el a Venn-diagramot! Az abra alapjan U 110 12 s s
valaszolhatunk a kerdésekre: A

B
ANB = {2;4;6) ‘
(CUB)\ A = (8;11;13) b

An(C\B) ={3;5;7}
(AnB)\C ={1;4;6; 8;10; 12; 14; 15}

2. Az el6z6 feladatban szerepld A és B halmazokra igaz-e, hogy A\ (A\ B) = AN B?
Igaz-e altaldban az allitas, vagy az egyenldség fiigg az adott halmazoktol?

Megoldas: A \ B = {3;5; 7; 9}, ezeket az elemeket A halmazbdl kivéve a {2; 4; 6}halmazt
kapjuk, mely A N Bhalmazzal egyenld. Igy az allitds igaz.

Az egyenlé'ség fiiggetlen az adott halmazoktol, hiszen Venn-diagramon szemléltetve:
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A\ B, majd a kovetkezén A\ (A \ B), ami valoban egyenlé A N B-vel.

3. Az Aés B halmazokrol tudjuk, hogy A U B = {1;2;3;4;5; 6}, A\ B = {2;4; 6},
AN B = {1; 3}. Hatarozzuk meg A és B halmazokat!



Megoldas: Készitsiink Venn - diagramot! Ebbe elséként a B
metszet elemeit irjuk be, majd azokat az A beli elemeket.
5

melyek nem elemei B-nek. Eddig elhelyeztik az 1;2;3;4;6
elemeket. Mivel az A U B elemei kozott szerepel az 5, ez csak
Ugy lehetséges, haaz 5 eleme B-nek, de nem eleme A-nak.

Ekkor az abrardl leolvashatd: A = {1;2;3;4;6}és B = {1;3; 5}

4. Minden zongorista énekkaros, és minden énekkaros hossz( haju. Van olyan énekkaros,
akinek 6tose van matematikabol. A felsorolt allitdsok kdzil melyik biztosan igaz?
a) Minden zongorista hosszl haju.
b) Nem minden zongoristanak van 6tdse matematikabol.
¢) Minden zongoristahosszl haju, és 6tose van matematikabdl.
d) Van olyan, akinek 6tdse van matematikabol €s hosszu haja.

Megoldas: A Venn-diagram most is segit, hiszen a részhalmazok szemléltetése is
megtorténik, mikor elkészitjik. A feladat szGvege szerint a zongoristak (Z) az énekkarosok
(E) részhalmazat alkotjak, az énekkarosok pedig a hosszi hajuak (H) halmazaban vannak.
Az ,,0tése van matematikabol” tulajdonsaggal rendelkezéket az (O) halmazzal jelélve a

kovetkezo ket halmazabrat készithetjiik el:
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| eset II eset

I. eset, amikor van olyan Z beli elem, mely eleme O-nek is,
I1. eset, amikor nincs olyan Z-beli elem, mely eleme O-nek is.

A feladat feltételei mindkét esetben teljestilnek.

a) Az esetektdl fiiggetleniil igaz, hiszen: Z € H

b) Nem lehet eldénteni, mert mindkét eset eldfordulhat, az I esetben igaz lehet, a
masodikban hamis, igy nem mondhato, hogy biztosan igaz.

¢) Az igaz, hogy minden zongorista hosszl haju, de az allitas csak akkor igaz, ha a mondat
masodik fele is igaz. Arrdl nem tudunk semmit, hogy a Z és O halmaz elemei milyen
kapcsolatban vannak, igy ez az allitas sem feltétlen igaz, nem eldontheto.

d) Ez biztosan igaz, hiszen minden énekkaros hosszl haju, és legalabb egynek 6tdse van
matematikabol.



Gyakorlé feladatok

1. Az AB, C halmazokrol tudjuk, hogy
A\ B ={4;6;8},
B\ C ={2;5;9; 10},
C\ A={3;7;11},
ANBNC ={1},
AUB ={1;2;3;4;5;6;8;9;10; 11},
CUA={1;2;3;4;6;7;8;9; 11}
Hatarozzuk meg az A, B, C halmazokat, ha tudjuk, hogy C-nek 6t eleme van!

2. Adj megolyan A,B,C halmazokat, melyre igaz a kovetkezo allitas:

AN (B\C)=MA\B\C

3. Add meg halmazmiiveletekkel a kovetkez6 (1), (2)-vel jelolt részhalmazokat!

A

2

(1

4. Minden bogar rovar, de nem minden rovar bogar. Nem minden arany, ami fénylik. Néhany
bogar fenylik. Vannak-e arany bogarak?



Kitiizott feladatok

1. lgaz-e,hogy (AN B)\ C=(AnB)\ (AnC)? Valaszodat indokold!
2. Az A, B és C halmazokrol a kovetkezOket tudjuk:

ANnB ={2;5}

C\B=1{3;47}

A\ (Bu () ={1}

AnC)\B={7}

B\(AuC)={}

(AnB)\ C ={5}

Add meg a (C n A) \ B halmaz elemeit!

3. A besz¢éld szamarak minden baratja barna mellényt hord. Az ogrék koziil van, aki a besz¢ld

szamarak baratja. A ko vetkezd allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis? Valaszodat indokold
meg!

a) Az ogrék kozil nincs olyan, aki barna mellényt hord.
b) Ha valaki barna mellényt hord, az a beszé16 szamarak baratja.

¢) Ha valaki nem hord barna mellényt, akkor az nem baratja a besz€l6 szamaraknak.

4. Add meg halmazmiiveletekkel a kovetkezd ((1) és (2)) tartomanyokat!
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