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5.-6. évfolyam

Erdekes szamok

A természetes szamok tanulmanyozasa mar a legrégebbi idoktdl foglalkoztatja az embereket. A
szdmokkal kapcsolatos problémék megoldasa mindig izgalmas kihivast jelentett. A kiilonb6z6
tulajdonsagi szamoknak a vizsgalata végigkisérte a matematikatudomany fejlodését. Felvetdtek
olyan kérdések is, amelyek bizonyos tipusi szamok Osszeszamldlasdra vonatkoznak. Az
Osszeszamlalasi problémak vizsgalataval a matematikanak egyik aga, a kombinatorika foglalkozik.

A kombinatorikai feladatok nagyon szertedgazoak, éppen ezért nehéz ket tipusfeladatok szerint
rendezni. Ennek ellenére igyeksziink egy kezdetleges betekintést nyudjtani az ilyen tipust feladatok
vilagdba. Vizsgalat targyava tesszilkk, hogy miként kell 0Osszeszdmlalni bizonyos specialis
tulajdonsagokkal rendelkez6 természetes szamokat.

Mintapéldak

1.) Pontoskodonak nevezziik azt a természetes szamot, amelyben a szamjegyek pontosan annyiszor
szerepelnek, amennyi a szamjegy alaki értéke. Példaul egy ilyen pontoskodd szam az
1333244244. Hany olyan legfeljebb hatjegyli pontoskod6 szam van, amelyeket ezres kerekités
esetén folfelé kerekitlink?

Megoldas:

A folfelé kerekitéshez sziikséges, hogy a szdzasok helyén 4-esnél nagyobb szamjegy
szerepeljen. Ezért a legfeljebb négyjegyii pontoskodd szamok kdzott nincs ilyen tulajdonsagu
szam.

Az dtjegyli pontoskodd szamokban a kovetkezd szamjegyek szerepelhetnek:
e (Ot darab 5-0s szdmjegy, ebben az esetben az egyetlen szam az 55 555;
e egy darab 1-es és négy darab 4-es szamjegy, az ilyen tipust pontoskodo szamok
koziil egy sem felel meg az emlitett tulajdonsagoknak;
e két darab 2-es és harom darab 3-as szdmjegy, ezekbdl sem alkothatunk az adott
tulajdonsaggal rendelkezd szamot.
A hatjegyti pontoskodo6 szamokban a kdvetkezd szamjegyek szerepelhetnek:
e hat darab 6-o0s szamjegy, ebben az esetben az egyetlen szam a 666 666;
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e egy darab 1-es és 6t darab 5-0s szamjegy, ebben az esetben Gsszesen 6t olyan
szam van, amely megfelel a feltételeknek: 155 555; 515 555; 551 555; 555 515;
555 551;

o két darab 2-es és négy darab 4-es szdmjegy, az ilyen tipusu pontoskod6 szamok
koziil egy sem felel meg az emlitett tulajdonsagoknak.

Tehat, a fentieket 6sszefoglalva, 6sszesen hét olyan legfeljebb hatjegyii pontoskodd szam van,
amelyeket ezres kerekités esetén folfelé kerekitiink.

2.) Palindrom szamoknak nevezziik azokat a természetes szamokat, amelyek szamjegyeit forditott
sorrendben olvasva ugyanazt a szamot kapjuk. Példaul ilyen palindrom szdm az 56 865. Hany
olyan paros 6tjegyli palindrom szam van, amelyben szerepel legalabb egy paratlan szdmjegy?

Megoldas:

A megoldas soran konnyebben célt ériink, ha meghatdrozzuk, hogy hény Gtjegyli paros
palindrom szadm van, majd ebbdl kivonjuk azoknak a szamat, amelyekben csak péaros
szamjegyek szerepelnek.

Mivel paros 6tjegyli palindrom szamokat keresiink, ezért az utolsé szamjegy csak 2, 4, 6 vagy
8 lehet, mivel az elsé szamjegy az utolsé szamjeggyel egyenld, ezért ide csak egyféle szam
keriilhet. A masodik szamjegy a negyedik szamjeggyel egyenld, ezért erre a két helyre tiz
szamjegy koziil valaszthatunk. A harmadik szamjegy esetében szintén 10 lehetdség koziil
vélaszthatunk. Igy osszesen 4 - 10 - 10 = 400 péros palindrom szam van.

Most vizsgaljuk meg azokat az Otjegyli palindrom szdmokat, amelyekben csak péros
szdmjegyek szerepelnek! Az utolsé szdmjegy esetében (ez egyenld az elsé szdmjeggyel) a 2, 4,
6 ¢és 8 szamjegyek valamelyikét valaszthatjuk (4 lehetdség), a méasodik és negyedik szamjegyek
egyenlok, ide a 0, 2, 4, 6 és 8 szamjegyek koziil valaszthatunk (5 lehet6ség). A harmadik
szamjegy esetében is a 0, 2, 4, 6 és 8 szamjegyek koziil valaszthatunk (5 lehetdség). Igy
Osszesen4 - 5 -5 = 100 olyan 6tjegyii paros palindrom szam van, amelynek minden szamjegye
paros. Tehat 6sszesen 400 — 100 = 300 olyan 6tjegyli paros palindrom szam van, amelyben
szerepel legalabb egy paratlan szamjegy.

3.) Puposkodo szamoknak nevezziik azokat a szamokat, amelyekre érvényes, hogy minden
szamjegye kiilonboz0 és nincs olyan szamjegye, amely néla két nagyobb szamjegy kozott all.
Hany otjegyli puposkodo szam képezhetd az 1, 2, 3, 4 és 5 szamjegyekbdl?

Megoldas:

Vélasszuk szét az eseteket az 5-0s szamjegy helyzete szerint.

Ha az 5-0s szamjegy az els6 helyen all, akkor a szamjegyek csokkend sorrendben kovetik
egymast, igy egyetlen ilyen szam az 54321. Hasonl6 a helyzet, ha az 5-6s szdmjegy az utolso
helyen 4ll, ebben az esetben az egyetlen szdm az 12345.

Ha az 5-0s szamjegy az ezresek helyiértékén all, akkor a tizezresek helyiértékére az 1, 2, 3 és
4 szamjegyek kozil barmelyik keriilhet, a masik hadrom szdmjegy pedig az 5-0s szamjegytol
jobbra csokkend sorrendben helyezkedik el. Ilyen modon négy szamot képezhetiink, ezek a
15432, 25431, 35421 és 45321. Hasonloképpen négy szamot kapunk, ha az 5-6s szamjegy a
tizesek helyiértékén all, ezek a 12354. 12453, 13452 és 23451.
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Ha az 5-0s szamjegy a szazasok helyiértékén all, akkor a maradék négy szamjegybdl kettes
csoportokat képeziink. Ezeket az 5-0s szamjegytdl jobbra, illetve balra helyezziik el, a jobb
oldalon csokkend, mig a bal oldalon ndvekvo sorrendben. Ilyen modon a kovetkezd szamokat
kapjuk: 12543, 13542, 14532, 23541, 24531 ¢és 34521.

A fentiekben felsorolt eseteket 0sszeszamolva 1+ 1+ 4 + 4 + 6 = 16 6tjegyll puposkodo
szam képezhetd az 1, 2, 3, 4 és 5 szamjegyekbol.

4.) Nevezzik dsszeférhetetlen szamoknak az 6sszes olyan természetes szamot, amelyben az 6t
alkotdé szamjegyek mindegyike legalabb kétszer szerepel, de az azonos szamjegyek nem
allhatnak egymas mellett. Példdul egy ilyen Osszeférhetetlen szam a 2352535. Hany
Osszeférhetetlen szam van 50000 és 60000 kozott?

Megoldas:

Mivel az emlitett szam 50000-nél nagyobb, de 60000-nél kisebb, ezért a tizezresek helyén 5-
0s szerepel. Ezért még legalabb egy 5-0s szamjegynek szerepelnie kell és a két 5-6s nem allhat
egymas mellett. A maradék harom helyi értékre viszont csak 5-6s6kbél és legfeljebb egy masik
alaki értékli szamjegybol valaszthatunk, mivel ellenkezd esetben olyan szamjegy is létezne,
amelyik csak egyszer szerepel. Tehat, egy ilyen 6sszeférhetetlen szam szigoraan csak 5-6s6kbol
és egy masik alaki értékii szamjegybol allhat. Igy az ezresek helyére 9 lehetséges szamjegy
koziil valogatunk. A szazasok helyére viszont csak 5-0s keriilhet, mivel az ezresek helyén allo
szamjegyet nem valaszthatjuk. Folytatva a gondolatmenetet, a tizesek helyére az ezresek helyén
allo szamjegy, mig az egyesek helyére az 5-0s szamjegy keriil. Tehat 50000 és 60000 kozott a
kovetkezd Osszeférhetetlen szamok vannak: 50505; 51515; 52525; 53535; 54545; 56565;
57575; 58585 és 59595. Tehat osszesen Kilenc osszeférhetetlen szdm van 50000 és 60000
kozott.

Gyvakorlo feladatok

1.) Melyikbdl van tobb és mennyivel: a 10 jegyli palindrom szamokbol vagy a 9 jegyii palindrom
szamokbo1?

2.) Hany olyan legfeljebb hétjegyli pontoskodd szam van, amelynek elsé szamjegye nagyobb az
utolsonal?

3.) Egy hatjegyti természetes szamot cikcakk szamnak neveziink, ha a masodik szamjegye kisebb
az elsonél, a harmadik nagyobb a masodiknal, a negyedik kisebb a harmadiknal, az 6todik
nagyobb a negyediknél és a hatodik kisebb az 6todiknél. Hany olyan cikkcakk szam létezik,
amelyben a 0; 1; 2; 3; 4; 5 szamjegyek pontosan egyszer szerepelnek?

4.) Hany hatjegyl dsszeférhetetlen szam 1étezik?
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Kitiizott feladatok

1.) Mennyi az &tjegyi pontoskodod szamok dsszege?

2.) Hany olyan palindrom szam van, amely:
a) keétjegyty;
b) haromjegyii;
C) négyjegyl;
d) legalabb 5000 és legfeljebb 95007

3.) Hany olyan 5000-nél kisebb puposkodo paros szam van, amelyet ezres és szazas kerekités
esetén is lefelé kerekitlink?

4.) Hany olyan Gtjegyll dsszeférhetetlen szam van, amelynél az 6t alkotd szamjegyek szorzata

paratlan?
Bekiildési hatarido: 2025.02.06
Postai cim: Eszak-Pest Megyei Matematikai Tehetségfejleszté Kozpont
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Mennyi az esélye?
Mennyi a valosziniisége?

Aki fogadast kot, az nyerni is szeretne. A nyerés esélyei sokszor a véletlentdl is fiiggenek, de azt,
hogy valamilyen esemény mekkora valdszinliséggel kdvetkezik be, meg lehet elére hatdrozni. Példaul
ha egy dobozban két goly6 van, egy kék és egy piros, 1/2 a valdszinlisége annak, hogy pirosat huzunk.
Erthetd, hogy magaban ez a megallapitas semmit sem ér, nem biztositja, hogy tiz egymas utani huzas
esetén Otszor pirosat €s 6tszor kéket huzunk. Mégis érdemes ezt az elméleti esélyt kiszamitani. Ennek
modjaval foglalkozunk ezen a feladatlapon. A valdszinliség meghatarozasakor elészor a szamunkra
KEDVEZO lehetéségeket kell megszamolni majd az OSSZES esetet. Ezek hanyadosa lesz a
valoszintiség. (Amennyiben ezt %-ban fejezziik ki, gy esélyrdl beszélhetiink.)

A matematikdnak taldn egy teriiletén sem olyan nehéz a tévedések elkeriilése, mint a
valoszinliségszamitasban. Az eredmények helyeségét a kisérletek nagyszamu elvégzésével lehet
igazolni. Arra, hogy még komoly matematikusok is tévedhetnek, két érdekességet emlitiink:

A nagy LEIBNIZ (1646-1716) azt allitotta, hogy két kockaval 12-t dobni ugyanolyan kdnnyti, mint
11-et. (Hogy ez nem igy van, azt majd a 4.) mintapéldaban lathatod.)

D’ALEMBERT (1717-1783) pedig arra a problémara adott téves megoldast, amelyet helyesen a 3.)
mintapéldaban talalsz.

Mintapéldak

1.) Mennyi annak a val6sziniisége, hogy:
a) egy 32 lapos magyarkartyacsomagbol piros szint htizunk?
b) egy szabalyos dobokockaval paros szamot dobunk?
C) egy olyan dobozbdl, amelyben 4 fehér, 1 fekete és 5 piros golyod van,
nem huzunk feketét?

Megoldas:
a) A piros lapok szama 8, az 6sszes lap 32, a valdsziniiség: ;12 = 0,25. (25%)
b) 3 db paros szam van a 8 koziil, igy% = 0,5 a valdszintiség. (50%)

C) A kedvezo esetek szama a NEM fekete golyok szama, azaz 9, az dsszes pedig 10, igy

a valoszintiség: % = 0,9. (90%)
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2)

3)

Egy olyan dobozbdl, amelyben négy piros, egy fehér és egy zold golyo van, kihtizunk harmat.
Szamitsuk ki az alabbi valoszintiségeket!

a) Mind piros.

b) Egy koziilik fehér.

) Van koztiik piros.

Megoldds:

El6szor az 6sszes lehetséges esetek szdmat szamitjuk ki, mert ez mindig sziikséges. Hat goly6

koziil harmat 20-féleképpen lehet kihtizni. Ez a szam keriil minden valdszinliség nevezdjébe.

(Ha megszamoznank a golydkat, akkor az aldbbi szamharmasok jelenthetnék a kihuzott

golyokat: 123; 124; 125; 126; 134; 135; 136; 145; 146; 156; 234; 235; 236, 245; 246; 256;

345; 346; 356; 456)

a) A négy piros golyd koziil harmat 4-féleképpen tudunk kivalasztani, hiszen éppen
ennyiféleképpen hagyhatunk ki koziiliik egyet. Igy a valosziniiség: % =0,2.

b) Az egyetlen fehér mellé még masik két golyot kell kivalasztani a maradék 5-bol. Ezt 10-
féleképpen tehetjiik meg. (12; 13; 14; 15; 23; 24; 25; 34; 35; 45.) A valosziniiség tehat

9 _op5.
20

c) Mivel a 6 goly6 kozil csak kettdé van, ami nem piros, igy ez az esemény biztosan

. . for 20
bekovetkezik, valosziniisége: Pl 1

Ha egy pénzdarabot kétszer feldobunk, akkor mennyi a valosziniisége, hogy legalabb egy
esetben fejet dobunk?

Megoldas:

A helyes megoldast az dbra szemlélteti:
Osszesen tehat 4 esetiink van. E koziil a 4 eset koziil 3 eset kedvezd a szamunkra: 3 olyan eset

van, amelyben legalabb egyszer fejet dobtunk. A keresett valosziniiség tehat: %‘

1. dobas @ @ @ @
2. dobis @ @ @ @

1. eset 2. eset 3. eset 4. eset

(D’ALEMBERT tévesen igy gondolkodott: Osszesen 3 eset lehetséges: vagy fejet dobunk az
els6é alkalommal, vagy fejet dobunk a masodik alkalommal, vagy egyik alkalommal sem
dobunk fejet.

E koziil a 3 eset koziil 2 kedvezd. A keresett valosziniiség tehat 2/3.)
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4.) Ketten jatszanak ugy, hogy két dobokockaval dobnak egyszerre. Ha a dobott szamok Gsszege
2,3,4,9,10, 11, vagy 12, akkor az els6 szamu jatékos nyer, ha a dobott szdmok dsszege 5, 6,
7, vagy 8, akkor a masodik szdmu jatékos nyer. Melyik jatékos szerepét vallalnad
szivesebben? Igazsagos-e a jaték?

Megoldas:
A jobb oldali tablazat azt mutatja, hogy hogyan johetnek ki R R R R

az egyes szamok Osszegként. (Vegyiik figyelembe, hogy a
kockak megkiilonboztethetok!)
Az alabbi tablazat alapjan 6sszeszamolhatjuk, hogy a felso .

sorban levé szdmok annyiféleképpen jonnek ki, amennyitaz |« |4 | 5|6 | 7| 8 | 9
alattuk 1év6 szdm mutat: .

[ i ]
L]
L
[=3}

: 71819 10[11]12 (6789|101
1203145165413 ]2]1

71819 10|11 12

Ebbdl kiolvashatjuk, hogy a szerencse a masodik szamu jatékosnak kedvez. (Az 6 szdmai 20-

szor, mig ellenfeléé csak 16-szor talalhatok a tablazatban.) Az els6 jatékos nyerési esélye %,

a masodiké 3. Az Akkor volna a jaték igazsagos, ha mindegyik jatékoshoz 18-18 eset

tartozna.
(Ha valaki esetlg ismeri a Catan telepesei nevil tarsasjatékot, akkor ezeket az esélyeket

cres

Gyvakorlo feladatok

1.) Mennyi a valosziniisége annak, hogy ha az 52 kartyat tartalmazé franciakartyacsomagbol
kihtuzunk egy lapot, az
a) asz;,
b) kiraly, dama vagy bubi;
c) kor lesz?

2.) Egy dobozba 6 nagy ¢és 4 kicsi piros golyot, 8 nagy és 6 kicsi fehér golyot tettiink. Talalomra
kihtizunk egyet. Melyik valosziniibb, hogy pirosat vagy az, hogy kicsit huzunk?

3.) Andras és Béla egy meleg nyari délutan il a kerthelyiségben. A szerencsére bizzak, hogy ki
hozza ki a kdvetkezd 1-1 tiveg kolat ugy, hogy ,,fej vagy irast” dobnak egy pénzdarabbal.
,,F€]” esetén Andras fizeti a kort, ,Iras” esetén Béla. Andras, aki mar haromszor egymas utan
nyert, nagylelkiien mas dobasi modot ajanl. Béla két pénzdarabbal dobhat, 6 eggyel, Béla
akkor nyer, ha tobb fejet dob, mint 6. Az ij mddszer szerint mennyivel valtozott Béla esélye
az eredeti jatékszabalyokhoz képest?
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4.) Négyen jatszanak, két kockaval dobnak, s az alabbiak szerint gytijtik a pontokat:
Az ,,A” jatékos akkor kap 1 pontot, ha a kockakon a szamok kiilonb6zdk.
A ,,B” jatékos akkor kap 2 pontot, ha legalabb az egyik kockan 6-os fordul eld.
A ,,C” jatékos akkor kap 3 pontot, ha a dobott szamok Osszege 7.
A ,,D” jatékos akkor kap 4 pontot, ha a két szam egyforma.

36 dobasbol mennyi a legvaloszintlibb elérhetd pontszam? Tippeld meg a jatékosok sorrendjét
ennek alapjan!

Kitizott feladatok

1.) A 32 lapos magyarkartyacsomagbol 2 lapot taladlomra kihtizunk. Mennyi a valoszintisége,
hogy a makk kiraly a 2 lap kozott lesz?

2.) Egy dobozban 3 piros, 2 fehér és 1 zold golyd van. 3 golyot kihtizva koziliik, mennyi annak
a valoszintisége, hogy:

a) A harom goly6 egymas mellé téve a magyar trikolort adja ki?
b) Nincs koztiik zo1d?
c) Az osztrak trikolort tudjuk kirakni egymas mellé beldliik?

3.) Zita fogadast ajanlott Petinek. Azt mondta, hogy feldob harom 10 Ft-0s pénzdarabot a
levegébe, ¢és ha mind fej lesz, vagy mind iras, akkor 6 fizet 200 Ft-ot Petinek; ha pedig
masképp esnek, akkor Peti fizet neki 100 Ft-ot. Mit tegyen Peti? Elfogadja-e vagy inkabb
utasitsa vissza a fogadast?

4.) Két gyerek 2 dobokockaval jatszik. Az egyik dob, de a dobas utan a pontokat eltakarja. A
masodik megtippeli a pontszdmok Osszegét. Ha eltalalja, 50 Ft-ot kap, ha nem talélja el, 10
Ft-ot fizet. Ha Te lennél a talalgato, akkor melyik szamot mondanad?

Igazsagosnak tartod-e az 1 : 5 nyerési aranyt?

Bekiildési hatarido: 2025.02.06
Postai cim: Eszak-Pest Megyei Matematikai Tehetségfejleszté Kozpont
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